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Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèß ïðåäñòàâëßåò ñîáîé èññëåäîâàíèå â
îáëàñòè òåîðèè êîëåö è ïîëóêîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ýòî ðàçäåë ôóíê-
öèîíàëüíîé àëãåáðû, ßâëßþùåéñß ÷àñòüþ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è íàõî-
äßùåéñß íà ñòûêå àáñòðàêòíîé àëãåáðû, òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû, ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà, îáùåé òîïîëîãèè, òåîðèè ïó÷êîâ.
Ðàçâèòèå òåîðèè êîëåö C(X) âñåõ íåïðåðûâíûõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé íà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ X íà÷àëîñü â êîíöå 30-õ ãã. ïðî-
øëîãî âåêà â ñòàòüßõ Ñòîóíà 1, È.Ì. Ãåëüôàíäà è À.Í. Êîëìîãîðîâà 2, äàëåå
ñâîé âêëàä âíåñëè Ý. Õüþèòò 3,, È. Êàïëàíñêèé 4, Ë. Ãèëëìàí, Ì. Õåíðèêñîí
5, 6 è äð. Áëàãîäàðß ìîíîãðàôèè Ë. Ãèëëìàíà è Ì. Äæåðèñîíà 7 1960 ã. òåîðèß
êîëåö C(X) ïîëó÷èëà ìîùíûé èìïóëüñ ðàçâèòèß, â ðåçóëüòàòå ÷åãî êîëüöà
C(X) ñòàëè êëàññè÷åñêèì îáúåêòîì ôóíêöèîíàëüíîé àëãåáðû. Òåîðèè êî-
ëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîñâßùåíû îáçîðíûå ñòàòüè 8, 9, 10, 11 è êíèãè
Å.Ì. Âå÷òîìîâà 12, 13. Êîëüöà êëàññîâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèßìè
â ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðßìîé ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Ä. Èïàòå 14, 15,
16.
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Òåîðèß ïîëóêîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé  ñðàâíèòåëüíî íîâîå íàïðàâ-
ëåíèå ôóíêöèîíàëüíîé àëãåáðû, àêòèâíî ðàçâèâàþùååñß ñ 90-õ ãã. ïðîøëîãî
âåêà. Âïåðâûå ïîëóêîëüöà C+(X) âñåõ íåïðåðûâíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ äåé-
ñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé óïîìèíàþòñß â êà÷åñòâå ïðèìåðà â ðàáîòå 17
1955 ã. Ïîëóêîëüöàì C+(X) ïîñâßùåíû îòäåëüíûå ðàáîòû 18,19. Ðåãóëßðíîå
èçó÷åíèå ïîëóêîëåö C+(X) íåïðåðûâíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé íà÷èíà-
åòñß â 1998 ã. ñî ñòàòüè Â.È. Âàðàíêèíîé, Å.Ì. Âå÷òîìîâà, È.À. Ñåìåíîâîé 20.
Ïåðâûé ýòàï èçó÷åíèß ïîëóêîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîäûòîæåí â ìîíî-
ãðàôèè 21 2011 ãîäà. Â ýòîì íàïðàâëåíèè çàùèùåíî íåñêîëüêî êàíäèäàòñêèõ
äèññåðòàöèé 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28.
Îïðåäåëåíèå ïîëóêîëüöà (â øèðîêîì ñìûñëå) äàíî Âàíäèâåðîì 29 â 1934 ã.
Ïîëóêîëüöîì îí íàçâàë ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ, ïî ñëîæåíèþ è óìíîæå-
íèþ îáðàçóþùèõ ïîëóãðóïïû, ñ ïðàâûì è ëåâûì äèñòðèáóòèâíûìè çàêîíàìè
óìíîæåíèß îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèß. Â íàñòîßùåå âðåìß ÷àùå èñïîëüçóåòñß
îïðåäåëåíèå ïîëóêîëüöà (â óçêîì ñìûñëå), êîòîðîå ïðèíàäëåæèò Ãîëàíó 30:
ïîä ïîëóêîëüöîì S ïîäðàçóìåâàåòñß íåïóñòîå ìíîæåñòâî S ñ äâóìß áèíàðíû-
academiei de stiinte a republicii Moldova. Matematica. 2010.  1 (62). P. 47-54.
17Slowikowski W., Zawadowsci A. A generalization of maximal ideals method of Stone and Gelfand // Fund.
Math. 1955. Ò. 42.  2. P. 215231.
18Acharyya S.K., Chattopalhyay K. S., Ray G.G. Hemirings, congruences and the Stone-Cech
compactiﬁcation // Simon Stevin. 1993. Ò. 67. P. 2135.
19Acharyya S.K., Chattopalhyay K. S., Ray G.G. Hemirings, congruences and the Hewitt
realcompactiﬁcation // Bull. Belg. Math. Soc. 1995. Ò. 2.  1. P. 4758.
20Âàðàíêèíà Â.È., Âå÷òîìîâ Å.Ì., Ñåìåíîâà È.À. Ïîëóêîëüöà íåïðåðûâíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíê-
öèé: äåëèìîñòü, èäåàëû, êîíãðóýíöèè // Ôóíäàìåíòàëüíàß è ïðèêëàäíàß ìàòåìàòèêà. 1998. Ò. 4. 2.
Ñ. 493510.
21Âå÷òîìîâ Å.Ì., Ñèäîðîâ Â.Â., ×óïðàêîâ Ä.Â. Ïîëóêîëüöà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Êèðîâ: Èçä-âî
ÂßòÃÃÓ, 2011. 312 c.
22Âàðàíêèíà Â.È. Ìàêñèìàëüíûå èäåàëû è äåëèìîñòü â ïîëóêîëüöàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé:
äèññ. . . . êàíä. ôèç.-ìàòåì. íàóê. Êèðîâ, 1996. 91 ñ.
23Ñåìåíîâà È.À. Êîíãðóýíöèè íà ïîëóêîëüöàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé: äèññ. . . . êàíä. ôèç.-ìàòåì.
íàóê. Êèðîâ, 1998. 78 ñ.
24Ïîäëåâñêèõ Ì.Í. Ïîëóêîëüöà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè:
äèññ. . . . êàíä. ôèç.-ìàòåì. íàóê. Êèðîâ, 1999. 88 ñ.
25Øèðîêîâ Ä.Â. Èäåàëû â ïîëóêîëüöàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé: äèññ. . . . êàíä. ôèç.-ìàòåì. íàóê. Êè-
ðîâ, 2005. 83 ñ.
26×óïðàêîâ Ä.Â. Êîíãðóýíöèè íà ïîëóêîëüöàõ è ïîëóïîëßõ íåïðåðûâíûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé:
äèññ. . . . êàíä. ôèç.-ìàòåì. íàóê. Êèðîâ, 2010. 106 ñ.
27Ñèäîðîâ Â.Â. Èçîìîðôèçìû ðåøåòîê ïîäàëãåáð ïîëóêîëåö íåïðåðûâíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíê-
öèé: äèññ. . . . êàíä. ôèç.-ìàòåì. íàóê. Êèðîâ, 2011. 136 ñ.
28Ëóáßãèíà Å.Í. Ïîëóêîëüöà íåïðåðûâíûõ [0, 1]-çíà÷íûõ ôóíêöèé: äèññ. . . . êàíä. ôèç.-ìàòåì. íàóê.
Êèðîâ, 2012. 105 ñ.
29Vandiver H. S. Note on a simple type of algebra in which cancellation law of addition does not hold //
Bull. Amer. Math. Soc. 1954. V. 40.  12. P. 914920.
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ìè îïåðàöèßìè ñëîæåíèß + è óìíîæåíèß ·, ãäå 〈S,+, 0〉  êîììóòàòèâíûé
ìîíîèä, 〈S, ·, 1〉  ìîíîèä, âûïîëíßþòñß çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè îïåðàöèè
óìíîæåíèß · îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèß + è òîæäåñòâåííî 0 · s = s · 0 = 0.
Â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè çàëîæåíî ñóùåñòâîâàíèå íóëß 0, êàê íåéòðàëüíî-
ãî ýëåìåíòà ïî ñëîæåíèþ è ïîãëîùàþùåãî ïî óìíîæåíèþ. Â ïîëóêîëüöàõ,
ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè, ñóùåñòâîâàíèå íóëß íå òðåáóåòñß, ïîýòîìó
çà îñíîâó âçßòî îïðåäåëåíèå Âàíäèâåðà. Åñëè â ¾ïîëóêîëüöå¿ S íå âñþäó
îïðåäåëåíà õîòß áû îäíà îïåðàöèß, òî S áóäåì íàçûâàòü ÷àñòè÷íûì ïîëó-
êîëüöîì.
Ïóñòü X  òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è S  òîïîëîãî÷åñêîå ïîëóêîëü-
öî. ×åðåç C(X, S) îáîçíà÷àåòñß ïîëóêîëüöî âñåõ íåïðåðûâíûõ S-çíà÷íûõ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà X, ñ ïîòî÷å÷íî çàäàííûìè îïåðàöèàìè ñëîæåíèß
è óìíîæåíèß ôóíêöèé.
Â êà÷åñòâå S ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå ÷èñëîâûå ïîëóêîëüöà ñ îáû÷-
íîé (èíòåðâàëüíîé) òîïîëîãèåé: ïîëå R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîëóïîëå
ñ íóëåì R+ íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîëóïîëå P ïîëîæèòåëü-
íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë  ñ îïåðàöèßìè ñëîæåíèß è óìíîæåíèß ÷èñåë, ïî-
ëóêîëüöî [0, 1] ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì è ñëîæåíèåì max. Ñîîòâåòñòâåííî, ðà-
íåå èññëåäîâàëèñü êîëüöà C(X) = C(X,R), ïîëóêîëüöà C+(X) = C(X,R+)
è C(X, [0, 1]) è ïîëóïîëß U(X) = C(X,P).
Â äèññåðòàöèè ïîëóêîëüöàìè çíà÷åíèé S âûñòóïàþò ïîëóêîëüöà
P ∪ {∞} = (0,∞] è R+ ∪ {∞} = [0,∞] ñ îáû÷íûìè îïåðàöèßìè ñëîæåíèß
è óìíîæåíèß ÷èñåë è èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé, ïðè ýòîì â (0,∞] ýëåìåíò
∞ èãðàåò ðîëü ïîãëîùàþùåãî, à â [0,∞] ýëåìåíò ∞ îñòàåòñß ïîãëîùàþùèì
äëß íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à 0 ßâëßåòñß ïîãëîùàþùèì ïî óìíîæåíèþ è íåé-
òðàëüíûì ïî ñëîæåíèþ. Ïîëóêîëüöî (0,∞] ßâëßåòñß òîïîëîãè÷åñêèì, òî åñòü
ïîëóêîëüöåâûå îïåðàöèè â íåì íåïåðåðûâíû. Â ïîëóêîëüöå [0,∞] îïåðàöèß
óìíîæåíèß òåðßåò ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè â ñëó÷àå óìíîæåíèß 0 è ∞, ïî-
ýòîìó ïîëóêîëüöî [0,∞] áóäåò òîïîëîãèçèðîâàííûì, íî íå òîïîëîãè÷åñêèì.
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèß äèññåðòàöèè ßâëßåòñß òåîðèß ïîëóêîëåö
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèß ñëóæàò ïîëóêîëüöà C∞(X) = C(X, (0,∞])
è ÷àñòè÷íûå ïîëóêîëüöà C+∞(X) = C(X, [0,∞]) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
ïðîèçâîëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ X ñî çíà÷åíèßìè â òîïîëîãè-
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÷åñêîì ïîëóêîëüöå (0,∞] è â òîïîëîãèçèðîâàííîì ïîëóêîëüöå [0,∞], ñîîò-
âåòñòâåííî, ñ ïîòî÷å÷íî îïðåäåëåííûìè îïåðàöèßìè ñëîæåíèß è óìíîæåíèß
ôóíêöèé.
Öåëü è çàäà÷è ðàáîòû. Öåëü äèññåðòàöèè ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëóêîëåö C∞(X) è ÷àñòè÷íûõ ïîëóêîëåö C+∞(X).
Äëß äîñòèæåíèß öåëè áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:
1. Ïîñòðîåíèå ïó÷êîâ ïîëóêîëåö C+(X) è C∞(X) ïî àíàëîãèè ñ êîëüöàìè
C(X).
2. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ äåëèìîñòè, èäåàëîâ è êîíãðóýíöèé ïîëóêîëåö C∞(X).
3. Óñòàíîâëåíèå äâîéñòâåííîñòè êàòåãîðèé õúþèòòîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ X
è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóêîëåö C∞(X).
4. Îïèñàíèå ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ è áàçîâûõ ñâîéñòâ ïðîñòûõ èäåàëîâ â
÷àñòè÷íûõ ïîëóêîëüöàõ C+∞(X).
5. Äîêàçàòåëüñòâî îïðåäåëßåìîñòè õüþèòòîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ X ÷àñòè÷-
íûìè ïîëóêîëüöàìè C+∞(X).
6. Õàðàêòåðèçàöèß P -ïðîñòðàíñòâ è F -ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ïîëóêîëåö
C∞(X) è ÷àñòè÷íûõ ïîëóêîëåö C+∞(X).
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Â äèññåðòàöèè ïðèìåíßþòñß ìåòîäû è ðåçóëü-
òàòû òåîðèè êîëåö è ïîëóêîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, òåîðèè ðåøåòîê, óíè-
âåðñàëüíîé àëãåáðû, îáùåé òîïîëîãèè è òåîðèè ïó÷êîâ. Ìåòîäû, ïðèìåíß-
åìûå äëß èçó÷åíèß ÷àñòè÷íûõ ïîëóêîëåö C+∞(X), îòëè÷àþòñß îò ìåòîäîâ
èññëåäîâàíèß ïîëóêîëåö C∞(X) è C+(X). Îòñóòñòâèå íóëß â ïîëóêîëüöå
C∞(X) è ÷àñòè÷íîñòü ïîëóêîëüöà C+∞(X) óñëîæíßåò èõ èññëåäîâàíèå.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð è ìîæåò ïîñëóæèòü îñíîâîé äëß äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé
â òåîðèè ïîëóêîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ äëß ìàãè-
ñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ è â íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå ñòóäåíòîâ.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ßâëßþòñß íî-
âûìè.
Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Äèññåðòàöèîííàß ðàáîòà îòðàæàåò ëè÷íûé
âêëàä àâòîðà â ïðîâåäåííîì èññëåäîâàíèè. Íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ä. ô.-
ì. í., ïðîôåññîðîì Å. Ì. Âå÷òîìîâûì áûëà îïðåäåëåíà îáëàñòü èññëåäîâà-
íèé, ïîñòàâëåíû çàäà÷è èññëåäîâàíèß, îñóùåñòâëßëîñü îáùåå ðóêîâîäñòâî,
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îêàçûâàëàñü ìåòîäè÷åñêàß ïîìîùü, ïðîâîäèëîñü îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ è ìåòîäîâ èõ ðåøåíèß.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷-
íûõ êîíôåðåíöèßõ Âßòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ãóìàíèòàðíîãî óíèâåðñèòåòà
â 20102015 ãã., ðåãóëßðíî íà íàó÷íîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå ã. Êèðîâà
(ðóêîâîäèòåëè ñåìèíàðà äîêòîðà ôèç.-ìàò. íàóê ïðîôåññîðà Å.Ì. Âå÷òîìîâ
è Â.Â. ×åðìíûõ), àïðîáèðîâàíû íà Ìåæäóíàðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ è ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèßõ â Âîëîãäå (2013 ã.), Åêàòåðèíáóðãå (2014 ã.), Òó-
ëå (2014, 2015 ãã.), íà Âñåðîññèéñêèõ è Ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîí-
ôåðåíöèßõ â Êàçàíè (2010, 2015, 2016 ãã.) è Ïåðìè (2010, 2013, 2015, 2016 ãã.),
íà ñåìèíàðå êàôåäðû àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ÊÔÓ â ôåâðàëå
2016 ã.
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 14 ðàáîò, èç íèõ 8 ñòà-
òåé è 6 òåçèñîâ äîêëàäîâ, ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Äâå ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, ðåêîìåíäî-
âàííûõ ÂÀÊ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß âêëþ÷àåò â ñåáß îãëàâëå-
íèå, ââåäåíèå, òðè ãëàâû, ðàçáèòûå íà 11 ïàðàãðàôîâ, ñïèñîê ëèòåðàòóðû è
ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëßåò 95 ñòðàíèö.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 77 íàèìåíîâàíèé.
Cîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè äàåòñß îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé ïîëóêîëåö íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé è êðàòêî ôîðìóëèðóþòñß îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-
öèè.
Â ãëàâå 1 ïðèâîäßòñß îñíîâíûå ïîíßòèß è óòâåðæäåíèß òåîðèè ïîëó-
êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, íåîáõîäèìûå äëß äàëüíåéøåãî èçëîæåíèß, à
òàêæå ñòðîßòñß ïó÷êè ïîëóêîëåö, ñâßçàííûå ñ ïîëóêîëüöàìè C+(X).
Ïîä ïîëóêîëüöîì ïîíèìàåòñß àëãåáðàè÷åñêàß ñòðóêòóðà 〈S,+, ·〉 ñ áèíàð-
íûìè îïåðàöèßìè ñëîæåíèß + è óìíîæåíèß ·, óäîâëåòâîðßþùèìè ñëåäóþ-
ùèì àêñèîìàì (∀x, y, z ∈ S) :
1. x+ y = y + x;
2. x+ (y + z) = (x+ y) + z;
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3. x(yz) = (xy)z;
4. x(y + z) = xy + xz, (x+ y)z = xz + yz,
òî åñòü 〈S,+〉  êîììóòàòèâíàß ïîëóãðóïïà, 〈S, ·〉  ïîëóãðóïïà, óìíîæå-
íèå · äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèß + ñ îáåèõ ñòîðîí.
Èññëåäóþòñß ïó÷êè θX è εX ïîëóêîëåö C
+(X) ïî îòêðûòûì ñåìåéñòâàì
êîíãðóýíöèé è ïó÷îê φX , êàê ïðåäïó÷îê ïîëóêîëåö C
+(A) ïî âñåì îòêðû-
òûì ïîäìíîæåñòâàì A â X ñ ãîìîìîðôèçìàìè îãðàíè÷åíèß. Íà òèõîíîâñêèì
ïðîñòðàíñòâàõ X âñå òðè ïó÷êà ñîâïàäàþò, ïðè ýòîì ñëîßìè äàííûõ ïó÷êîâ
ßâëßþòñß ïîëóêîëüöà C+(X)x ðîñòêîâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Äëß ïó÷êîâ íàä òîïîïëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè X è Y âûßñíßåòñß
óñëîâèå èçîìîðôèçìà ïîëóêîëåö ðîñòêîâ C+(X)x è C
+(Y )y ïðè x ∈ X, y ∈ Y .
Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Y → X ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì
ϕ∗ : C+(X)ϕ(y) → C+(Y )y ïîëóêîëåö äëß ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè
y ∈ Y .
Ïðåäëîæåíèå 1.3.8. Ïóñòü X è Y  ëîêàëüíî êîìïàêòíûå õàóñäîð-
ôîâû ïðîñòðàíñòâà ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè, y ∈ Y , îòîáðàæåíèå
ϕ : Y → X íåïðåðûâíî è ϕ∗ : C+(X)ϕ(y) → C+(Y )y  ïîðîæäåííûé ϕ ãî-
ìîìîðôèçì ïîëóêîëåö. Òîãäà ϕ∗ ßâëßåòñß èçîìîðôèçìîì â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ϕ áóäåò îñóùåñòâëßòü ãîìåîìîðôèçì íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè y íà îêðåñòíîñòü òî÷êè ϕ(y).
Ãëàâà 2 ïîñâßùåíà ïîëóêîëüöàì C∞(X) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íàä òî-
ïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè X ñî çíà÷åíèßìè â ïîëóêîëüöå (0,∞]. Äëß
ôóíêöèè f ∈ C∞(X) ââåäåíû ìíîæåñòâî H(f) = f−1(∞) è ñîîòâåòñòâóþùàß
ôóíêöèß f ∗ ∈ C+(X) :
f ∗(x) =
 1f(x) , åñëè x ∈ coz f = X \ H(f),0, åñëè x ∈ H(f).
Â ïàðàãðàôå 2.1 ðàññìàòðèâàþòñß ñâîéñòâà äåëèìîñòè, ââîäßòñß ïîíßòèß
H-èäåàëà è H-êîíãðóýíöèè.
Îòîáðàæåíèå *: C∞(X)→ C+(X), çàäàííîå ïî ïðàâèëó f 7→ f ∗ äëß âñåõ
f ∈ C∞(X), îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: äëß ëþáûõ f, g ∈ C∞(X) :
(fg)∗ = f ∗g∗ è f ≤ g ⇔ g∗ ≤ f ∗,
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òî åñòü îñóùåñòâëßåò èçîìîðôèçì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû ïîëóêîëü-
öà C∞(X) íà ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ïîëóãðóïïó ïîëóêîëüöà C+(X). Áëàãîäàðß
ýòîìó, ïîëóêîëüöà C∞(X) è C+(X) îáëàäàþò îäèíàêîâûìè ìóëüòèïëèêàòèâ-
íûìè ñâîéñòâàìè.
Äåëèìîñòü â ïîëóêîëüöàõ C∞(X) èìååò ñâîþ ñïåöèôèêó ïî ñðàâíåíèþ
ñ êîëüöàìè C(X) è ïîëóêîëüöàìè C+(X), íàïðèìåð, äëß ëþáûõ ôóíêöèé
f ∈ C∞(X), u, v ∈ U(X) èõ ëèíåéíàß êîìáèíàöèß uf + v àññîöèèðîâàíà ñ f ,
÷òî íå âåðíî äëß C(X) è C+(X).
Ïîëóêîëüöî C∞(X) ñîäåðæèò ïîëóïîëå U(X) ÷èñëîâûõ ôóíêöèé. Ìíî-
æåñòâîM(X) = C∞(X)\U(X) ßâëßåòñß åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì (íàè-
áîëüøèì ñîáñòâåííûì) èäåàëîì â C∞(X) è ñîäåðæèò âñå íåîáðàòèìûå ôóíê-
öèè ïîëóêîëüöà, òî åñòü ïîëóêîëüöî C∞(X) ëîêàëüíî. Ñàì èäåàëM(X) ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëóêîëüöî, ïðè÷åì ëþáîé ñîáñòâåííûé èäåàë ïîëó-
êîëüöà C∞(X) ßâëßåòñß èäåàëîì â M(X).
Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñß P ′-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè êàæäîå
íåïóñòîå H-ìíîæåñòâî H(f) íà X èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü 31, 32.
Ïðåäëîæåíèå 2.1.2. Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X áóäåò
P ′-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå èäåàëû ïîëóêîëü-
öà M(X) ßâëßþòñß èäåàëàìè ïîëóêîëüöà C∞(X).
Èäåàë I â C∞(X) íàçûâàåòñß H-èäåàëîì, åñëè ðàâåíñòâî H(f) = H(g)
âëå÷åò g ∈ I äëß ëþáûõ f ∈ I è g ∈ C∞(X).
Ïðåäëîæåíèå 2.1.3. Ðåøåòêà H-èäåàëîâ ïîëóêîëüöà C∞(X) ßâëßåòñß
ðåòðàêòîì ðåøåòêè IdC∞(X).
Êàæäîìó ïðîñòîìó H-èäåàëó I ïîëóêîëüöà C∞(X) ñîîòâåòñòâóåò äâóõ-
êëàññîâàß êîíãðóýíöèß ρI , êëàññàìè êîòîðîé ñëóæàò I è C
∞(X) \ I.
Íà ïîëóêîëüöå C∞(X) îïðåäåëåíà êîíãðóýíöèß ∼H : äëß ëþáûõ f, g ∈
C∞(X)
f ∼H g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H(f) = H(g).
Ïðîèçâîëüíóþ êîíãðóýíöèþ íà ïîëóêîëüöå C∞(X), ñîäåðæàùàß êîíãðó-
ýíöèþ ∼H, íàçîâåì H-êîíãðóýíöèåé.
31Âåêñëåð À.È. P ′-ïðîñòðàíñòâà // Èçâåñòèß âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. 1978.  5. Ñ. 918.
32Âå÷òîìîâ Å.Ì. Î P ′-ïðîñòðàíñòâàõ // Ìàòåðèàëû V íàó÷. êîíô. ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõ.-ìàò. ôàê. è
ÍÈÈ ìåõàíèêè Ãîðüêîâñêîãî ãîñ. óí-òà. ×. II. 1980. Ñ. 5156. Äåï. ÂÈÍÈÒÈ  1836-81. Äåï.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1.4. Ïðîèçâîëüíàß H-êîíãðóýíöèß ρ íà ïîëóêîëüöå
C∞(X) ìàêñèìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ = ρI äëß íåêîòîðîãî
ïðîñòîãî H-èäåàëà I â C∞(X).
Òåîðåìà 2.1.1. Ðåøåòêà ConC∞(X) êîíãðóýíöèé íà ïîëóêîëüöå C∞(X)
íàä òèõîíîâñêèì ïðîñòðàíñòâîì X íå ìîäóëßðíà ïðè |X| ≥ 2.
Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà 2.2 ñëóæèò óñòàíîâëåíèå äâîé-
ñòâåííîñòè äëß êàòåãîðèè ïîëóêîëåö C∞(X).
Êàæäîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Y → X òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ X è Y èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì ϕ¯ : C∞(X) → C∞(Y ) ïîëóêîëåö,
ñîïîñòàâëßþùèé ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C∞(X) ôóíêöèþ f ◦ ϕ ∈ C∞(Y ).
Ãîìîìîðôèçì α : C∞(X) → C∞(Y ) ïîëóêîëåö íàçûâàåòñß supc-
ãîìîìîðôèçìîì, åñëè α(1) = 1 è α ñîõðàíßåò ñóùåñòâóþùèå òî÷íûå âåðõ-
íèå ãðàíè ëþáûõ ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ (fn)n∈N ôóíêöèé fn ∈ C∞(X), òî åñòü
α(supn∈N fn) = supn∈N α(fn).
Åñëè supc-ãîìîìîðôèçìû èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè
âñåõ ïîëóêîëåö C∞(X), òî èìååò ìåñòî äâîéñòâåííîñòü äàííîé êàòåãîðèè è
êàòåãîðèè âñåõ õüþèòòîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ èõ íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèß-
ìè:
Òåîðåìà 2.2.1. Êàòåãîðèß âñåõ ïîëóêîëåö C∞(X) ñ supc-
ãîìîìîðôèçìàìè â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ àíòèýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè
âñåõ õüþèòòîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è èõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.
Âîïðîñ îïðåäåëßåìîñòè êîìïàêòîâ X êîëüöàìè C(X) ïîñòàâëåí è ðåøåí
â ñòàòüå 33. Ãîìåîìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âëå÷åò èçîìîðôèçì
ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì íàä íèìè. Åñëè èçîìîðôèçì îä-
íîòèïíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì íàä òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè èç
íåêîòîðîãî êëàññà ïðîñòðàíñòâ âëå÷åò ãîìåîìîðôèçì ñàìèõ ïðîñòðàíñòâ, òî
ãîâîðßò îá îïðåäåëßåìîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èç äàííîãî êëàññà
ñîîòâåòñòâóþùèì àëãåáðàè÷åñêèì îáúåêòîì 34. Ñëåäóþùàß òåîðåìà ïðîäîë-
æàåò èññëåäîâàíèå â ýòîì íàïðàâëåíèè.
Òåîðåìà 2.2.2. Äëß ëþáûõ õüþèòòîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y âñßêèé
èçîìîðôèçì ïîëóêîëåö C∞(X) è C∞(Y ) èíäóöèðóåòñß ãîìåîìîðôèçìîì Y
33Ãåëüôàíä È.Ì., Êîëìîãîðîâ À.Í. Î êîëüöàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. 1939. Ò. 22.  1. Ñ. 1115.
34Âå÷òîìîâ Å.Ì. Âîïðîñû îïðåäåëßåìîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé // Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Àëãåáðà. Òîïîëîãèß. Ãåîìåòðèß. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1990.
Ò. 28. Ñ. 346.
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è X.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàß òåîðåìà îïðåäåëßåìîñòè ïîëóêîëåö C∞(X) àññî-
öèèðîâàííûìè ñ íèìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè:
Òåîðåìà 2.2.4. Äëß ëþáûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y ýêâè-
âàëåíòíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß:
1. ïîëóêîëüöà C∞(X) è C∞(Y ) èçîìîðôíû;
2. ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîëóãðóïïû C∞(X) è C∞(Y ) èçîìîðôíû;
3. ðåøåòêè IdC∞(X) è IdC∞(Y ) èçîìîðôíû;
4. ïðåäóïîðßäî÷åííûå ìíîæåñòâà 〈C∞(X), |〉 è 〈C∞(Y ), |〉 èçîìîðôíû;
5. ðåøåòêè 〈C∞(X),≤〉 è 〈C∞(Y ),≤〉 èçîìîðôíû.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí åùå îäèí íîâûé ðåçóëüòàò â èçó÷åíèè îïðåäåëß-
åìîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé íàä íèìè: êàæäîå õüþèòòîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X îïðåäåëßåòñß,
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà, ñâîèì ïîëóêîëüöîì C∞(X).
Â òåîðåìà 2.2 35 ïîêàçàíî,÷òî äëß ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
X êîëüöî C(X) îïðåäåëßåòñß (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ïîëóãðóïïîé ïîëóêîëüöà C+(X), ñòàëî áûòü, è ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé ïîëóãðóïïîé ïîëóêîëüöà C∞(X). Ñëåäîâàòåëüíî, âñßêîå õüþèòòîâñêîå
ïðîñòðàíñòâî X îïðåäåëßåòñß ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïîé ïîëóêîëüöà
C∞(X).
Â ïàðàãðàôå 2.3 äàíû õàðàêòåðèçàöèè P -ïðîñòðàíñòâ è F -ïðîñòðàíñòâ â
òåðìèíàõ ïîëóêîëåö C∞(X).
Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñß: F -ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþ-
áàß îãðàíè÷åííàß íåïðåðûâíàß R-çíà÷íàß ôóíêöèß, îïðåäåëåííàß íà ïðî-
èçâîëüíîì êîíóëü-ìíîæåñòâå coz f = X \ Z(f) â X, íåïðåðûâíî ïðîäîëæà-
åòñß íà âñå ïðîñòðàíñòâî X; P -ïðîñòðàíñòâîì, åñëè âñå íóëü-ìíîæåñòâà
Z(f) = f−1(0) ôóíêöèé f èç C(X) îòêðûòî-çàìêíóòû.
Õàðàêòåðèñòèêè F -ïðîñòðàíñòâà è P -ïðîñòðàíñòâà â òåðìèíàõ ïîëóêîëåö
C∞(X) îòðàæåíû â òåîðåìàõ:
35Âàðàíêèíà Â.È., Âå÷òîìîâ Å.Ì., Ñåìåíîâà È.À. Ïîëóêîëüöà íåïðåðûâíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíê-
öèé: äåëèìîñòü, èäåàëû, êîíãðóýíöèè // Ôóíäàìåíòàëüíàß è ïðèêëàäíàß ìàòåìàòèêà 1998. Ò. 4.  2.
Ñ. 493-510.
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Òåîðåìà 2.3.1.Äëß âñßêîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ýêâèâàëåíò-
íû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß:
1. X  F -ïðîñòðàíñòâî.
2. Âñå èäåàëû ïîëóêîëüöà C∞(X) ñóòü áèèäåàëû.
3. I + J = I
⋂
J äëß ëþáûõ èäåàëîâ I è J ïîëóêîëüöà C∞(X).
4. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå ëþáûõ äâóõ (ïðîèçâîëüíîãî
íåïóñòîãî ñåìåéñòâà) èäåàëîâ ïîëóêîëüöà C∞(X) ßâëßåòñß èäåàëîì.
5. Ðåøåòêà IdC∞(X) âñåõ èäåàëîâ ïîëóêîëüöà C∞(X) äèñòðèáóòèâíà.
Òåîðåìà 2.3.2.Äëß ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòà X ðàâíîñèëüíû
ñëåäóþùèå óñëîâèß:
1. X  P -ïðîñòðàíñòâî;
2. äëß ëþáûõ f, g ∈ C∞(X) èìååì
g ∈ fC∞(X)⇐⇒ H(f) ⊆ H(g);
3. âñå èäåàëû ïîëóêîëüöà C∞(X) ßâëßþòñß H-èäåàëàìè;
4. C∞(X)  ðåãóëßðíîå ïîëóêîëüöî, òî åñòü
∀f ∈ C∞(X)∃g ∈ C∞(X)(f = f 2g);
5. I · J = I⋂ J äëß ëþáûõ èäåàëîâ I, J ïîëóêîëüöà C∞(X).
Íà ïîëóêîëüöå C∞(X) íàä P -ïðîñòðàíñòâîì X ìàêñèìàëüíûå êîíãðó-
ýíöèè ßâëßþòñß äâóõêëàññîâûìè H-êîíãðóýíöèßìè, ëþáàß ñîáñòâåííàß êîí-
ãðóýíöèß ñîäåðæèòñß â íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé êîíãðóýíöèè è âñßêàß H-
êîíãðóýíöèß åñòü ïåðåñå÷åíèå ìàêñèìàëüíûõ êîíãðóýíöèé.
Ïàðàãðàô 2.4 ïîñâßùåí èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ïîëóêîëüöà C∞(X) íàä äèñ-
êðåòíûì n-ýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì X. Â ýòîì ñëó÷àå C∞(X) ∼= (0,∞]n.
Ïóñòü D = {1,∞}  ìîíî-ïîëóêîëüöî ñ åäèíèöåé 1 è ïîãëîùàþùèì ýëåìåí-
òîì ∞. Ñóùåñòâóþò êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçì ìåæäó ðåøåòêàìè èäåàëîâ
Id(0,∞]n è IdDn è èçîìîðôèçì ìåæäó ðåøåòêàìè ConDn âñåõ êîíãðóýíöèé
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íà ïîëóêîëüöåDn è H-êîíãðóýíöèé íà ïîëóêîëüöå (0,∞]n. Äëß ïîëóêîëåöD2
è D3 îïèñàíû èäåàëû è êîíãðóýíöèè, íàéäåíî ÷èñëî èäåàëîâ è êîíãðóýíöèé
äàííûõ ïîëóêîëåö.
Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ßâëßåòñß
Òåîðåìà 2.4.1.Ðåøåòêà âñåõ èäåàëîâ ïîëóêîëüöà Dn, n ∈ N, èçîìîðôíà
ñâîáîäíîé äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêå FD(n) ñ n ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè,
äîïîëíåííîé íîâûì íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì e:
IdDn ∼= FD(n)
⋃{e}.
Ïðåäëîæåíèå 2.4.1.×èñëî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ êîíãðóýíöèé íà Dn ðàâ-
íî 2n − 1.
Ïðåäëîæåíèå 2.4.2.Ìèíèìàëüíûå êîíãðóýíöèè íà ïîëóêîëüöå Dn ñóòü
â òî÷íîñòè êîíãðóýíöèè ρI ïî äâóõýëåìåíòíûì èäåàëàì I = {a,∞} è èõ
÷èñëî ðàâíî ÷èñëó n êîàòîìîâ a ðåøåòêè Dn ñ ïîêîîðäèíàòíûì ïîðßäêîì.
Â ïàðàãðàôå 2.5 ðàññìàòðèâàþòñß ïó÷êè θX , εX è φX ïîëóêîëåö C
∞(X)
ïî àíàëîãèè ñ ïîëóêîëüöàìè C+(X).
Â ãëàâå 3 íà÷àòî èññëåäîâàíèå ÷àñòè÷íûõ ïîëóêîëåö C+∞(X) íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé íà òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõX ñî çíà÷åíèßìè â ðàñøèðåííîì
÷èñëîâîì ëó÷å [0, ∞].
Êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñðàíñòâî [0,∞] = R+⋃∞  ýòî îäíîòî÷å÷íàß
êîìïàêòèôèêàöèß Àëåêñàíäðîâà ïðîñòðàíñòâà R+, ðàññìàòðèâàåìîãî ñ îáû÷-
íîé òîïîëîãèåé. Êàê àëãåáðàè÷åñêèé îáúåêò [0,∞] áóäåò êîììóòàòèâíûì ïî-
ëóêîëüöîì ñ åäèíèöåé áåç äåëèòåëåé íóëß, ïðè÷åì âñå a ∈ (0,∞) îáðàòèìû.
Íî àëãåáðàè÷åñêîå ïîëóêîëüöî [0,∞] íå áóäåò òîïîëîãè÷åñêèì, òàê êàê óìíî-
æåíèå òåðïèò ðàçðûâ â ñëó÷àå 0 · ∞.
×åðåç C+∞(X) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ïðîèç-
âîëüíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåX ñî çíà÷åíèßìè â [0,∞] ñ ïîòî÷å÷íû-
ìè îïåðàöèßìè ñëîæåíèß è óìíîæåíèß ôóíêöèé. Îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ñëîæåíèß, íî íå îáßçàòåëüíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèß,
òàê êàê ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü ðàçðûâíîé ôóíê-
öèåé. Ïîëóêîëüöåâûå àêñèîìû âûïîëíßþòñß â C+∞(X), åñëè âñå ó÷àñòâóþùèå
â íèõ ôóíêöèè íåïðåðûâíû. Íî, íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâêà ñêîáîê â ïðîèçâåäå-
íèè (x2x) 1x ôóíêöèé â ïîëóêîëüöå C
+
∞([0,∞]) ïðèâîäèò ê ïîßâëåíèþ ðàçðûâ-
íîé ôóíêöèè x 1x 6∈ C+∞([0,∞]), òî åñòü äëß òðîéêè ôóíêöèé x, x2, 1x íåëüçß
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èñïîëüçîâàòü àêñèîìó àññîöèàòèâíîñòè ïîëóêîëåö. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà
C+∞(X) ßâëßåòñß â îáùåì ñëó÷àå, ÷àñòè÷íûì ïîëóêîëüöîì.
Èäåàëîì ÷àñòè÷íîãî ïîëóêîëüöà C+∞(X) íàçûâàåòñß íåïóñòîå ìíîæåñòâî
I ⊆ C+∞(X), â êîòîðîì äëß ëþáûõ f, g ∈ I è h ∈ C+∞(X) âåðíî f + g, fh ∈ I,
ïðè÷åì ôóíêöèß fh äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé.
Â ïàðàãðàôå 3.1 ðàññìîòðåíû ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèé ÷àñòè÷-
íîãî ïîëóêîëüöà C+∞(X).
Êàæäîé ôóíêöèè f ∈ C+∞(X) ñîïîñòàâëßþòñß: íóëü-ìíîæåñòâî Z(f), åãî
âíóòðåííîñòü Z◦(f), êîíóëü-ìíîæåñòâî coz f = {x ∈ X : f(x) ∈ (0,∞)} è
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî H(f) = f−1(∞).
Äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C+∞(X) îïðåäåëßåòñß ôóíêöèß
f ∗(x) =

∞, åñëè x ∈ Z(f),
f(x)−1, åñëè x ∈ cozf,
0, åñëè x ∈ H(f).
ßñíî, ÷òî f ∗ ∈ C+∞(X), Z(f ∗) = H(f) è H(f ∗) = Z(f). Íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèè ff ∗ ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî çàìêíóòûå ìíîæåñòâà Z(f) è H(f) îò-
êðûòû. Ïîýòîìó ÷àñòè÷íîå ïîëóêîëüöî C+∞(X) ßâëßåòñß ïîëóêîëüöîì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà X áóäåò P -ïðîñòðàíñòâîì.
Â ÷àñòè÷íîì ïîëóêîëüöå ìíîæåñòâà âèäà fC+∞(X), f ∈ C+∞(X), íå îáßçà-
íû áûòü (ãëàâíûìè) èäåàëàìè.
Ïðåäëîæåíèå 3.1.1. Äëß ïðîèçâîëüíîãî ìåòðèçóåìîãî ïðîñòðàíñòâà
X âñå ìíîæåñòâà fC+∞(X), f ∈ C+∞(X), áóäóò èäåàëàìè ÷àñòè÷íîãî ïîëó-
êîëüöà C+∞(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X äèñêðåòíî.
Â ïàðàãðàôå 3.2 èçó÷àþòñß èäåàëû ÷àñòè÷íûõ ïîëóêîëåö C+∞(X).
Äëß ëþáîé òî÷êè p ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèè βX òèõîíîâñêîãî
ïðîñòðàíñòâà X îïðåäåëßþòñß èäåàëû â C+∞(X) :
Mp = {f ∈ C+∞(X)|p ∈ Z(f)
βX},
Mp,∞ = {f ∈ C+∞(X)|p ∈ Z(f) ∪ H(f)
βX},
Op = {f ∈ C+∞(X)|p ∈ (Z(f)
βX
)◦},
Op,∞ = {f ∈ C+∞(X)|p ∈ (Z(f)
βX
)◦ ∨ p ∈ (H(f)βX)◦}.
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Äëß êàæäîé òî÷êè p ∈ βX î÷åâèäíû âêëþ÷åíèß Op ⊆Mp ⊂Mp,∞.
Äîêàçàíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå òåîðåìû î ÷àñòè÷íûõ ïîëóêîëüöàõ
C+∞(X).
Òåîðåìà 3.2.1. Äëß ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ìàêñèìàëü-
íûå èäåàëû â ÷àñòè÷íîì ïîëóêîëüöå C+∞(X) ñóòü â òî÷íîñòè èäåàëû
Mp,∞, p ∈ βX, è êàæäûé ñîáñòâåííûé èäåàë èç C+∞(X) ñîäåðæèòñß â íåêî-
òîðîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå.
Ìíîæåñòâî MaxC+∞(X) âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ÷àñòè÷íîãî ïîëó-
êîëüöà C+∞(X) ñ òîïîëîãèåé Ñòîóíà-Çàðèññêîãî íàçûâàåòñß ìàêñèìàëü-
íûì ñïåêòðîì ÷àñòè÷íîãî ïîëóêîëüöà C+∞(X). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:
MaxC+∞(X) ≈ βX,  ðåçóëüòàò ïîäîáíûé êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ãåëüôàíäà-
Êîëìîãîðîâà äëß êîëåö C(X) íà òèõîíîâñêîì ïðîñòðàíñòâå X 36.
Òåîðåìà 3.2.2. Äëß ïðîèçâîëüíîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ëþ-
áîé ïðîñòîé èäåàë P ÷àñòè÷íîãî ïîëóêîëüöà C+∞(X) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîécòâàìè:
1. P ñîäåðæèò èäåàë Op äëß íåêîòîðîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîé òî÷êè
p ∈ βX;
2. åñëè Op ⊆ P ïðè p ∈ βX, òî P ⊆Mp,∞,
3. åñëè P ⊆Mp, p ∈ βX, òî P  ñòðîãèé èäåàë,
4. åñëè Op ⊆ P äëß íåêîòîðîé òî÷êè p ∈ βX è P íå ñîäåðæèòñß â Mp,
òî èäåàë P íå ßâëßåòñß ïîëóñòðîãèì è Op,∞ ⊆ P.
Òåîðåìà 3.2.3. Äëß ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X èäåàëû
Mp, p ∈ βX, ñóòü â òî÷íîñòè ìàêñèìàëüíûå ñðåäè ñòðîãèõ (ïîëóñòðîãèõ)
ïðîñòûõ èäåàëîâ ÷àñòè÷íîãî ïîëóêîëüöà C+∞(X).
Â ïàðàãðàôå 3.3 äàíû ïðèìåíåíèß ÷àñòè÷íûõ ïîëóêîëåö C+∞(X), â
òîì ÷èñëå ïîëó÷åíû õàðàêòåðèñòèêè F -òî÷åê è P -òî÷åê, F -ïðîñòðàíñòâ è
P -ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ÷àñòè÷íûõ ïîëóêîëåö C+∞(X).
Òî÷êà p ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñß: P -òî÷êîé, åñëè äëß ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ C+∞(X) èç p ∈ Z(f) ñëåäóåò, ÷òî p ∈ Z◦(f), ðàâíîñèëüíî, p ∈ H(f) âëå÷åò
p ∈ H◦(f); F -òî÷êîé, åñëè äëß ëþáûõ ôóíêöèé f, g ∈ C+∞(X) èç p ∈ Z◦(fg)
36Gillman L., Jerison M. Rings of continuous functions.  N.J.: Springer-Verlag, 1976. 300 p. chapter 7
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ñëåäóåò, ÷òî p ∈ Z◦(f) èëè p ∈ Z◦(g), èëè ýêâèâàëåíòíî, p ∈ H◦(fg) âëå÷åò
p ∈ H◦(f) èëè p ∈ H◦(g).
Ïðåäëîæåíèå 3.3.2. Äëß ëþáîé òî÷êè p ∈ X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèß:
1. p  P -òî÷êà;
2. Op = Mp;
3. Op,∞ = Mp,∞;
4. Mp
⋃
Op,∞ = Mp,∞.
Ïðåäëîæåíèå 3.3.3. Äëß ëþáîé òî÷êè p ∈ X ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèß:
1. p  F -òî÷êà;
2. Op  ïðîñòîé èäåàë;
3. Op,∞  ïðîñòîé èäåàë;
4. Mp
⋃
Op,∞  ïðîñòîé èäåàë.
Äîêàçàíà îïðåäåëßåìîñòü õüþèòòîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ X ÷àñòè÷íûìè ïî-
ëóêîëüöàìè C+∞(X).
Òåîðåìà 3.3.1. Ëþáîå õüþèòòîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X îïðåäåëßåòñß 
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà  ÷àñòè÷íûì ïîëóêîëüöîì
C+∞(X).
Èç äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòè÷íûå ïîëóêîëüöà C+∞(X) è C
+
∞(βX)
èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâî X ïñåâäîêîìïàêòíî.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
Â äèññåðòàöèè îñíîâíûìè ìîæíî ñ÷èòàòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
• Àíàëîãè÷íî êîëüöàì C(X) ïîñòðîåíû ïó÷êè äëß ïîëóêîëåö C+(X) è
C∞(X). Ðåçóëüòàò îá èçîìîðôèçìå ëîêàëüíûõ êîëåö C(X)x íà ëîêàëü-
íî êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ X 37 îáîáùåí íà ïîëóêîëü-
öà ðîñòêîâ C+(X)x íàä ëîêàëüíî êîìïàêòíûìè õàóñäîðôîâûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè.
37Goodearl K.R. Local isomorphism of algebras of continuous functions // London Math. Society. 1977.
V. 16.  2. P. 348356.
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• Èçó÷åíû îáùèå ñâîéñòâà èäåàëîâ è êîíãðóýíöèé ïîëóêîëåö C∞(X). Äî-
êàçàíà íåìîäóëßðíîñòü ðåøåòêè ConC∞(X) âñåõ êîíãðóýíöèé íà ïî-
ëóêîëüöå C∞(X) íàä íåîäíîýëåìåíòíûì òèõîíîâñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
Îïèñàíû ìàêñèìàëüíûå êîíãðóýíöèè ñðåäè H-êîíãðóýíöèé.
• Óñòàíîâëåíà äâîéñòâåííîñòü êàòåãîðèé õúþèòòîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ
X ñ íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèßìè è ïîëóêîëåö C∞(X) ñ sups-
ãîìîìîðôèçìàìè. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî, ÷òî êàæäîå õüþèòòîâñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî X îïðåäåëßåòñß, îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà,
ñâîèì ïîëóêîëüöîì C∞(X).
• Èññëåäîâàíû ðåøåòêè èäåàëîâ è êîíãðóýíöèé ïîëóêîëåö C∞(X) íàä
äèñêðåòíûìè êîíå÷íûìè ïðîñòðàíñòâàìè X.
• Âûßñíåíî ñòðîåíèå ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ è áàçîâûå ñâîéñòâà ïðîñòûõ
èäåàëîâ ÷àñòè÷íûõ ïîëóêîëåö C+∞(X).
• Äîêàçàíà îïðåäåëßåìîñòü õüþèòòîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ X ÷àñòè÷íûìè
ïîëóêîëüöàìè C+∞(X).
• Ïîëó÷åíû õàðàêòåðèñòèêè P -ïðîñòðàíñòâ è F -ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ
ïîëóêîëåö C∞(X) è ÷àñòè÷íûõ ïîëóêîëåö C+∞(X).
Ïåðñïåêòèâàìè äàëüíåéøåãî ðàçâèòèß ïî òåìå äèñåðòèöèè ßâëßþòñß ñëå-
äóþùèå çàäà÷è.
• Ñîñòàâèòü êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó äëß íàõîæäåíèß ÷èñëà êîíãðóýí-
öèé íà ïîëóêîëüöàõ C∞(X) íàä äèñêðåòíûìè n-ýëåìåíòíûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè X (n > 3).
• Èçó÷èòü îáùèå ñâîéñòâà êîíãðóýíöèé íà ÷àñòè÷íûõ ïîëóêîëüöàõ
C+∞(X).
Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Åâãåíèþ
Ìèõàéëîâè÷ó Âå÷òîìîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîßííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå
è âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó.
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